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Streszczenie. Waciwie od momentu zdcfiniownia przez Khovano- 
va [5] nowego niezmiennika bdzcego kategoryfikacjz wielomianu Jo- 
nesa, nazwanego poniej homologiami Khovanova, zauwaono potrzeb 
(i to zarowno teoretycznz jak i obliczeniowz) posugiwania si zreduko- 
wanymi homologiami. Niestety, okazao si e jedyne dostpne definicje 
wprzypadku zwykych homologii sz nienaturalne - zalez od dokony- 
wania wyborow skadowych odpowicdnich diagramow i nie dajz si 
uogolni na struktury kategoryjne wyszych poziomow (jak na przykad 
na morfizmy midzy wzami); zawod ten spotgowa fakt skonstruowania 
takich zrcdukowanych homologii dla nieparzystych homologii Khova- 
nova podanych przez Rasmussena, Ozsvatha i Szabo w [4]. W poni- 
szej pracy konstuujemy waciwe zredukowane homologie Khovanova, 
ktore mona naturalnie zdefiniowa dla dowolnego diagramu wza lub 
splotu. 



W [5] zdefiniowano nowz wersj homologii Khovanova. Przypomnijmy 
skonstruowane tarn struktury algebraiczne. 

Rozwamy specjalny rodzaj algebry tensorowej generowanej przez modu 
z gradacjz A = Rl © i?x nad R = Z[X, Y, Z]/X 2 = Y 2 = 1 z operacjami 
danymi poprzez: 

• mnoenie m: A® 2 — > A® 1 



1. Wprowadzenie 







• komnoenie A: A® 1 



A®2 



A(l) 
A(x) 



xi + rzix 

(xx) 



• jedno 7] : R — ► A 



7/(1) = 1 
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• kojedno e: A — > R 



6(1) =0 

• permutacja P: A® 2 -> A m 



e(x) 



1 



P(ll) = Xll 
P(xx) = Fxx 



P(lx) 
P(xl) 



Z _1 xl 



Zlx 



Oznaczmy przez D dowolny diagram rozpatrywanego splotu. Diagram 
taki wyposaamy w kadym skrzyowaniu w strzaki (moemy wybra jeden z 
dwoch nierownowanych sposobow narysowania takich strzaek, niemniej 
oba sposoby dadzz izomorficzne obiekty) zgodnie z nastpujzcz zasadz: 



Obrazek powyej pokazuje rownie sposoby tzw. wygadzenia skrzyowa- 
nia. Jeli mamy na diagramie D dokadnie n skrzyowa, to indeksujzc do- 
wolnie skrzyowania otrzymamy n strzaek przypisanych do n skrzyowa w 
diagramie D. Podobnie dla dowolnego I C {0, l} n otrzymamy n strzaek 
na n skrzyowaniach, przy czym k-te skrzyowanie wygadzamy w sposob 
wskazany przez k-tz wsporzdnz I. Wygadzenie takie oznaczymy D(I), 
skada si ono z dokadnie k(I) rozzcznych okrgow (ktore bdziemy dalej 
oznacza Si, . . . ,5fcm). Dla uatwienia opisu przyjmijmy, e s(aj) oznacza 
okrzg z ktorego a, wychodzi, t(a,i) okrzg do ktorego a» idzie. 

Niech teraz oznacza dla kadego k graf peny o k wierzchokach, wypo- 
saony w dodatkowe informacje. Jeli k = k(I) to uywamy take oznaczenia 



Zauwamy na przykad, e D(0) moemy utosami z podgrafem Kuq-) wy- 
posaonym dodatkowo w cykliczny porzzdek pomidzy krawdziami przy 
kadym z wierzchokow. Podgraf ten bdziemy oznacza A4(D(0)). 

Niech A' (I) bdzie zbiorem skadajzcym si z wierzchokow i krawdzi 
K{I). Rozpinajzc na tym zbiorze abelowz grup wolnz, a nastpnie na 
grupie jej piercie grupowy otrzymamy piercie A(I), ktory bdziemy dalej 
nazywa wolnz algebrz strzaek D(I). Niech A bdzie piercieniem Frobeniu- 
sa po raz pierwszy zdefmiowanym przez Khovanova w Q, tj. A — Zl ©Zx 
gdzie A jest wyposaone w dodatkowz gradacj, przy ktorej deg 1 = — 1 
oraz degx = +1. Definiujemy reprezentacj A do odpowiedniej potgi ten- 
sorowej A w sposob nastpujzcy: 




A o 



B l 



evj-.A^ ZMor{K® k{I \K® k{I) ) 



ZREDUKOWANE HOMOLOGIE KHOVANOVA 



Jeli di G A jest strzakz dla ktorej s(aj) = s s oraz t(a,i) = s t (dla s ^ t) 
to przyjmujemy evi(di) = T s,t ; jeli Oj taka, e s(oj) = t(a,i) = s s to 
evi{ai) = T s gdzie T s -*: K m -> J\~® 2 jest dane poprzez 



T s '*(ll) = xl + lx 
T s '*(xl) = xx 

ponadto T s : K K jest dane jako 
T s (l) = 2x 



T M (lx) = xx 
T s '*(xx) = Olx 

T s (x) = 



Rozszerzamy evi do caego .4. przyjmujzc evi{a ix . . . a im ) = ev^a^) o . . . o 
evi(a im ). Oznaczmy poprzez Oj obraz odwzorowania evj. 

Zauwamy, e mamy nastpujzce operacje. Jeli D(I) oraz D(J) sz dwo- 
ma wygadzeniami diagramu D ronizcymi si tylko sposobem wygadzenia 
skrzyowania o indeksie i, to definiujemy dj : A(I) — > 13(1) jako: 



^(a^ . . . di 



, s(aj) 7^ t(a,i) w 7 
aiOj! . . . a im , s(aj) = t(ai) w / 



Zauwamy, e zachodzi nastpujzce 
Theorem 1. Nastpujzcy diagram jest przemienny 



ev i y , fj v mm 



a. 



jujj — - — 7 o 



■S 



gcfeie e\ jest wziciem wartoci danego odwzorowania na odpowiednio 
duej potdze tensorowej jedynki, a roniczka z prawej strony jest roniczkz 
Khovanova. 

Przyjmujzc jako |/| sum wszystkich wspoczynnikow w I oraz 

d 1 = £ 

KJ 

gdzie €j jest uznakowieniem Khovanova otrzymamy kompleks 
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2. DOWOD NIEZMIENNICZOCI - KOMPLEKS STRZAKOWY 

W celu wykazania, e kompleks O jest niezmienniczy wzgldem ruchow 
Reidemaistera przedstawimy alternatywny opis tego kompleksu w jzy- 
ku grafow. Podobny zabieg zastosowa Bloom w pracy [12] dowodzzc 
niezmienniczoci homologii nieparzystych wzgldem mutacji. Niech zatem 
TZ'(D(I)) bdzie zbiorem pografow Kj zdefiniowanym w sposob nastpujz- 
cy. X G 1Z(D(I)) <=> gdy dla dowolnej skadowej spojnej S zachodzi jeden 
z poniszych warunkow: 

1) S jest wyronionym wierzchokiem; 

2) 7r(5) =015* ma co najwyej jeden wyroniony wierzchoek; 

3) 7r(5) = Z i S nie posiada wyronionych wierzchokow. 

Definiujemy TZ(D(I)): = ZTZ'(D(I)) Zauwamy, e mamy odwzorowanie 

ip: 1Z(D(I)) — > A(I) 

przyporzzdkowujzce strzace Oj odwzorowanie T s ( a i)'*( a *) lub T s ^ =t<yai \ 
wierzchokowi s m odwzorowanie T m , a podgrafowi skadajzcemu si z paru 
krawdzi i wierzchokow odpowiednie zoenie (zauwamy, e kolejno zoenia 
nie jest istotna). 

W wielu miejscach poniej bdziemy rysowa fragmenty diagramow w 
ktorch - biay wierzchoek oznacza niewyroniony wierzchoek diagramu, 
czarny wierzchoek oznacza wyroniony wierzchoek, przerywana strzaka 
oznacza strzak D(I) nie lezcz w rozpatrywanym jego podzbiorze, a cizga 
strzaka oznacza strzak w D(I) ktora ley w rozpatrywanym jego podzbio- 
rze. 



Lemma 2. Jzdro odwzorowania ip jest generowane przez nastpujzce re- 
lacje (przedstawione lokalnie): 



O 



2 



O 



o 



= ■ + 

v- 

o 

o 



o 







dodatkowo jeli h, ■ ■ ■ , hm jest parzystym cyklem w grafie, to l\ + 1 3 + . . . + 



I 



2m- 1 



l 2 + . . . + hm, a jeli h, . . . , hm jest dowolnym cyklem w grafie, to 
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h + h + • • • + lm = h + • • • + ^2m-i+ dowolny wyroniony wierzchoek na 
cyklu (take rozumiane jako relacje lokalne). 

Definition 3. Zbior Qj: = 1Z(D(I))/ kerip nazwiemy grupz grafow dla 
diagramu D(I). 



Zauwamy e mamy, podobnie jak wczeniej, roniczkowanie. Jeli wygadze- 
nia diagramu D(I) oraz D(J) roniz si tylko wygadzeniem w skrzyowaniu 
i-tym (lub inaczej, wzdu strzaki G M(D(0))) to w zalenoci od sytuacji 
wyjciowej moemy mie dwie sytuacje: 



I > O ^>G 

0--^->o | > 

^° ne 



O 



o 



podobnie jeli ktory z przylegajzcych wierzchokow jest wyroniony to wyro- 
niamy takz samz liczb wierzchokow po drugiej stronie (zauwamy e zgod- 
nie z opisem jzdra ip roniczka jest poprawnie okrelona). 

Przejdmy nastpnie do wykazania, e kompleks (a dokadniej jego ho- 
mologie) sz rzeczywicie niezmiennikiem wza. Dowod przeprowadzimy w 
duchu Bar-Natana PQ, korzystajzc silnie z jego intuicji geometrycznej . 



2.1. Niezmienniczo wzgldem 1RM. W przypadku pierwszego ruchu 
Reidemaistera mamy nastpne odwzorowanie kompleksow: 

Do]— » 1*3] 

Warto zauway, e nasz wyjciowy kompleks jest stokiem nad tym odwzo- 
rowaniem. 

odwzorowanie zdefiniowane w sposob nastpujzcy: 
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O | > O >• - O 



• I > • 



>* " 



indukuje izomorfizm homologii szukanego wza i wza „bez ptelki", tj. po 
wykonaniu pierwszego ruchu Reidemaistera. 



2.2. Niezmienniczo wzgldem 2RM. Mamy nastpujzcy diagram: 



niestety, w naszym przypadku mamy dwie moliwoci uzupenienia tego 
diagramu do penych okrgow. Niezmienniczo musimy pokaza dla kadego 
z nich zwracajzc uwag na przemienno tych dwoch przypadkow z odpo- 
wiednimi roniczkami. 

Obydwa przypadki przedstawiamy na nastpujzcych dwoch diagramach: 
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I 



o 



< 1 

o 



— S 

, o 



a odpowiednie odwzorowania, prowadzzce do przekztnej diagramow (kom- 
pleks lewy dolny jest w parze pierwszy) przedstawiamy jako: 
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o I — > £&■■ 



■O + O- - - ->o^ O 

- o >•< 0,0) 



• I >(G >Q< »-0 



O 



o 
o 

I 

: i 

■ 



->(•<■ 



o 



: 1 — m°< — o, : ) 



o 

I 

-o f : ) 



: 1 — mg<--- 

o 

: 1 — iBf : ) 



V 1 



♦ 



■o, : ) 



o 



Z tego, e pomidzy dowolnymi dwoma okrgami jest co najmniej jedna 
strzaka oraz z postaci jzdra ip wynika, e odwzorowania te skadajz si w jed- 
no odwzorowanie kompleksow, indukujzce izomorfizmy w homologiach, 
co dowodzi niezmienniczoci. 



2.3. Niezmienniczo wzgldem 3RM. Zauwamy wpierw, e odwzorowa- 
nie zdefiniowane dla 2RM jest w rzeczywistoci retrakcjz deformacyjnz, 
wic stosujzc twierdzenie o stokach otrzymamy, e kompleksy dla dwoch 
stron trzeciego ruchu Reidemaistera sz homotopijne do stokow: 
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V-.-V 



a te, jak atwo wida, sz jednakowe. 



3. Wersja chronologiczna 

Niech R' = Z[X,Y]/X 2 = Y 2 = 1. Zgodnie z powyszym podrozdzia- 
em wystarczy rozpatrywa kompleksy nad R! zamiast nad R. atwo zauway 
(czego ju nie bdziemy robi), e wszystkie powysze definicje i rozumowania 
da si przeprowadzi rownie w przypadku chronologicznym. Istotna moe 
by rownie informacja, e taki zredukowany chronologiczny kompleks Kho- 
vanova w przypadku nieparzystych homologii Khovanova redukuje si do 
zredukowanych homologii Khovanova (zdefiniowanych oryginalnie w [1] ) . 
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4. WZY WIRTUALNE 



Wzy wirtualne to wzy wyposaone w jeszcze jeden rodzaj skrzyowania, 
tzw. skrzyowanie wirtualne. Dwa diagramy wza wirtualnego sz rownowa- 
ne, jeli od jednego do drugiego moemy doj poprzez ruch Reidemaistera 
oraz tzw. detour move: fragment wza pomidzy dwoma punktami, ktory 
posiada wyzcznie skrzyowania wirtualne moemy wymaza i narysowa w 
dowolny sposob ponownie - pamitajzc by wszystkie nowe skrzyowania 
oznaczy jako wirtualne. 

Homologie dla wzow wirtualnych definiujemy poprzez wzicie dwoch 
kopii kompleksu zredukowanego (drugz kopi bdziemy oznacza poprzez 
dodanie kreski pod jednym z wierzchokow) oraz dodefiniowanie nowego 
odwzorowania, tzw. twistu idzcego od jednego okrgu do jednego okrgu ja- 
ko dodanie kreski do danego elementu zgodnie z relacjami (kresk moemy 
zawsze dowolnie ustawi na diagramie): 

2. I — I • 

• 



Aby wykaza niezmienniczo homologii dla wzow wirtualnych atwo za- 
uway, e wystarczy sprawdzi 2RM. Istotnie, do pierwszego ruchu wirtualno 
wza nic nie wnosi, a trzeci wynika w taki sam sposob z drugiego jak w 
przypadku klasycznym. Drugi ruch w jedynym nieklasycznym przypadku 
wyglzda w sposob nastpujzcy: 



, o 



i 



i i 



o 



o 



Liczzc homologie dochodzimy, podobnie jak i w pozostaych przypadkach, 
posikujzc si interpretacjz geometrycznz nastpujzce odwzorowanie: 
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o y 


— * (QS._ Jo, 


o) 


• t 




•) 


O I- 


— * 


o) 


• t 


— 1 (0,») 





atwo take zauway, e jest ono zgodne z odwzorowaniami zdefiniowany- 
mi poprzednio czyli skada si z nimi do odwzorowania kompleksow, a to 
dowodzi niezmienniczoci wzgldem 2RM. 
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